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Notation ・ We Follow Hands Notation .

• A = 恵 Ai : a ( positiveY) graded ring with A。
= K

.

• ☒ = k

§1 koszdringsadb.sic Properties .

DIA is Kent : く⇒ ヨ agradedpwje.cn ve relation (gpr) of AK

| . . . →が
"

が_, . . . → ぱ→ K -.- ( st
.
が= API にで加 )

1世 1 ) が- AP ! iwpl.es 時 -01ない

|
" "桃川" "・ "心 d は " だい

Q
・

→※ another gpr. Any himcopy ど がっ じ '
is to .

| ( ど ( Pi ) EQ型 = 0 )
. Any isan P

・

→Q.in/4AGrYisanisominC1AGr).H
画 1) VE k-mod ; た(V) , SCD , 1 (V) : Koszul

.
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3) En .
dim

.
) quadraticmowmialalge.bras are Karl ( Green

- Huang
'

95 )

This class certains た RE
,
EQ (Qi agdid , gentkdgs

e A : IA 2 AP
,
が 0

.

e. 0

AA 。
=SRS ,

R = AG = 品 と , B = AG = 計 i 門 Covers of

SiS
、 ER で B ← 0 , S. ← B

_TE RE? : min
. proj.ms。 1

.

2 [of]

A 。
← A 炉- 1

]
るい ← RED ERB ) ←ッ gpry

世
も ME AG r

,
Mon - ④ Mj is a subobj of M
jが

上位 M = Me EA -Gram its a gpr もプ→_
M with Pた 曜 +e .

Itsute to show :
ヨ
P

'
→ が M s.t.PE 院でgradedpy.ws

ider が- A ☒Mei M
,
P
0
= IT :gwedpug.com

1-) am

⇒kaE-kerEse-kaE7ltlYfEe-mMk-k@Me-Mei.f =リでは北

鱸
ば

Define P
'
- A @ kerE -っ P。 ⇒ P

'
- Pia :

gpyy川蹰
、

Def 3 Me AGr is www.aledr_m.AM = Mm

( ie 、 Mi= 0 にでもみ )

Dem ・ Simple objs in AGr are consentrated .

l ・ Concertread objs are Semi - Simple objs .
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Len4 y : O→ M f A → K→ 0 (e) in A-

Great
( K , N ) = hom

。 ( An, N) (EN
: Concert )

In particular , A, 、 = AA 、 今 ext ( K ,
KEN ) = O ( h# J

.

⑦ N = Nn
.

Y Indies
= 。 ce

)
_
。 しい = 0)

exな ( KN ) = Gk (Eee)第wd𦥯
= hom

A (AN , NJ .f 1にい ,
thent (KKい) = him (An KEN

.

n

⇒ AAが . .
. 8 まい、

Antt thus the degrees of Generators
AK (h ) i . . . 0 0 0 - K ・ ・ ・ of AA。 1/

Len5 ぱ→※ a gpr . Assame
ヨ で70 St 、

(i) が = APE (ii) zi >→ Pi_が ば zi _ adi

T a f
'

( 0 =だっわき ゝーっ ぼ|
⇒ extが ( K , N ) = hom

。
ば
,
M パル : den . )

Use で→ ぱ→ K to get extジ ( K ,N)

|だっ→ か→ ポ E ext ぽ、 N )
i.

z
で内 pi→ が、

E

:

ext (が,
N) ※

三 Gklhom 。 (阮) ば,ルリ
= homn.CZで、

ル )
.1 判啡にも i ⇒ hom。 ( Pi , N ) =

0.fi⇒ 時っ ル

fT % 回 が= APE and 式 = 0)zi
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Len 6 TFAE for A .

|
1 ) ext ( K ,

Ken ) ) = O ( もん やし )

2) Aか = AA 、

3) ヨ asuriectivegradedringhomom.TK (A ) -っ A
.

りく⇒ 2 ) Follows from Len4
. )(2) く⇒ 3) is clear/

11連7 A is koszd 用 ext (k , Km ) = 0 じでもん )

④ (⇒) が→ K :

gpr with Pi - APE
.

⇒ from A ( がっ Km ) = O (ももん )

⇒ ext ( K , KEN ) = 0 ( 日 でもん ) .

(E) By Len G ,
d ' 二沼。

ヨ が= A@AjTiA_kas.t 、 {
が- APで は「 門

A

d
'

1が P ! → げiniective.f-z-aisaa.mnhom A (Z , KEN )
画5 txtf ( K , km )が

"

O ( hキ2)
.

⇒ z = AE
,
s。 that

P2-A@ZzEp1satisfiesHzPIAPEigr.py
ftp.isig.Repeatthisargumeutiaduetiyy

2

Ren The above pwofimpliesianykoszulringAadw.is a gpr
| of AK satis.fi/ngHeassumptionofLem5 for ALL で 70

.
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Cov8 A is koszd く⇒ ぺ is s。

It is Enough to show (⇒) 。 感→AK :

gpn with PE APE

EC (AG-K )

K = K ↳ ④が→ わか→ . . . (a) in AEGr る gradediuj.es。1 . of KA .

Kit
, homn.lkい が) = * ( いくし咯 が) 。 ) 三川 (頃皿 = 0

.

- Pたが げだもん 、 extシ ( K , Ken) ) = O
= Pi!ヮ

(-_-> ぺ i Karl /
Leon 9 Assame An = AA

| If ext) ( k , KM ) = 0 NM2)
,
then A is

quadratiC.CetAykoszu1ringisquadratic@Py7.L
en 6,911

§2 koszulwmpbxesadquadraticrir.gs

ThroughOut , A = たしツ(m ,
VE K Mod-K , R CV

"
(⇒ Aが- AA )

IK The Chance of A is ピ EC (AG r ) given by
• Ki = A @ KE

,
Ki = っ ぽ @ R@ じ

④ で1 -2 (CM )
OElEi-2

• di : ど→ ど
、a@bixo.abimabiXObssbi.h

D di低 : Ki → KY is infection ※ di ( し ☒ かが④ bi ) 丿( お ④ bi = 0
2) K! = K ピ = A| fに 「棐が

-

KE = R EA ・ R
. 5
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Thin 12 A is K。仏 1 (⇒ ピ→ Kis

exact@ItsulficestoshowED.We
Know : K

'

ピ → Kis exact
.

なが

Clean HP (パ ) = O ( ttp。 1) .

Set で i - Ka d P
.

ば興っ KP っ げが → ピ→ k
) 影9_ALTsumethisise.hn

く迎 Imd"
'
- z P

.

homtば ,
KEN )無5extが ( k , km ) -呦-

7
。 ftp.#n

※ もひは品 " d He

) frma@besbpla.biEV)fm弧淝 で燬畔数 µ µ胡蝲
Im d"

'
= で

,
and thus HP (ピ ) = 0

./

We ww gi ve Another form of K
'

As無 A = を心)/(R) i left LocalY Anita (⇒ VE Kmod - K )

Recueil A !
、 ー たしげ)/ (ば )

,
ダ= { f e (ゆげ | f(R) = 0}

.

Eee ピ is ison to the following apbx :

IM
dit 、 i 1 0

. . . → Aが (A
'

訕) -) Aが (A ! ) いい → Aが (A ! ) → A → K
.

も の ft (圸が

Home (Ai
,
A )→ Home ( A ! . A )

f ton [ a- E the], Where Hank ( V, V) 三 げ ④ V

EA !ーい idv1-っ まるめひの
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Indeed
,
We have

* (Air ) 三 { 0 e *しばが ) 1 0 (EXu) =0} , Xu = いが
にあ昉心が

= f { 0ど(しけが ) 10 ( Xu) = 0}

三 f { w E 門
で 1 fw) = 0 ,

Vf EX 。 }

=

fMV@RDri-v-2-KE.Pwp13 A : left LocalY Hit koszul (LFK)

⇒ A !
: right locallyfinitekosz.nl (RFK) .

④ Constder ピ as the Total Space " of thebigradedCA.AitbimodleAAB@G.Aり = 恵 Ai ④ ④ (べ な = 恵 Ai がいな ) :

KA!冖 A。
娚はり → A 、 旔(Aリ → An (Aリ →いい」 AK

fj
1 1 1 1 1 1 g

A 。 ④④ (A) 。 A 、 邡 (べ ) 。 A めはり
。

・・・ = Aがべ
。

1 T
A 。 ④

④ (A). 、
っ
A 、 ④ (A

'

り一
円 ④ (外、

・・・
= ANA !

→ r

A。 ④ (A名 、 ④ ④ ( Aリで1- 2娌ばに いい
= A ☒なと

i. で
i
7 i if.。 総飛 ... . . . .

.

げば ( A④④ (A) ) = 0 for V1 では ) も (O.O) .

|
( Ai ④站住 Hank (ひなっぺ ) 三 A訷䏮 ,

(Ai (べ )

PEAi@AiinA-Gr.AppYihgPtoayie1dsa1ineargprn.iK
= 炉← A べ。

← A
'
' ④べ、

← . . .

/
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§ 3
.

Quadraticdua1andcohomlogyRiaringgpPi@ichaincompbxesli.e
.

. . . → が が→ - 1

Define acrochair Complex HowEP: Q) ( if . . . . → H。岾 H。嶝かい ) y
• Howが ぱっ 心 ) - T Hour p ( P! どり ( i EZ )

h EZ

• d (f ) = da of - G 1が fodp ( も f 、 homog )

( げ_ド 、 Qh
- M
_
" Qh

-HH
)

1退 1) Hilton ! (Pia ) = HowHRMod) し がっ じい )

2) kf.GE End 、る (が )
・
. homog , d (f . G) = d(f). gt いげ t.cl (g)

Here , for V f = (fn) n , G = (Gu) n , dfinef.gs = ( fn.no Gu) n .

⇒ げ End 、と し ぱ ) - ④ Hi End
、パリ becomes agrade.cl rayでEZ

3) 田→ RM : pwj.ws。1

⇒ Ext 、で (M , M) 三 H
・

End ? (は) asgraddrir.gs .

Thin 14 A : LF K
,
E (A) - Ext? (KK ) .

(1) A = E (A)卬asgraddrings.ME(A) is LFK
,
and ECE (AD = A .

生 Consich T with T = ば
,
di - Mid k

.

⇒で 三 ピ in C (AGr ) 、

Since TEA ④ ④ (A ) E (AMG r
,

ヨ
any Horn

(A)卯 や Endる に )
,
どし→ - A (ET Hour」 (で、

がり
ば ぼ

い

g

f
"樾" 樾がげ

di = いと



ヨ a ring hom (A "が→
"
H
'

End: (T) = E ( A ) ,

Where (A
"パ is vieWed as [- → E

'

→ A 「 ] .

( べ )卬 や End (E) ゲート1岏𦥯 = A
!

= の「 聖望がべ州
.hn料を毈鋓 ば

⇒ 4 is a quasi- ison , and have We have ( A
! 仰 三 E (A)

。

凸 E (A ) = ( A ! )卬 : LFK ( 𠵅 = 呦 げ )

Obe B : RFK ⇒ 鵰 !
B : LF K

,
and ( ぽが ー し りが?

E (EIA)) = ( ( ( A '州仰 =
! ( べ ) = A

.//辰

国 V = たのし わたは .
As will be seen

,

A = S (V ) = なには] 「 Koszul .

A
!
= 1 (V ) = なく

U.ir/(u?W,uVtVU)Gwpare
① He gprofn.fr with He (desCoding) Loeuy str . of A

!

Hate
"o 1 2

も
な
しらっし A is A ↳た

rs た よA高で い
た
%
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② - a - of A fr with Leaves of A

2
u

「

Hate
"

o
'

べ は
i.毬で

芯
べた くー> 地

な や たはた
で A

! (た べ
・ ・ 。

E は D は D は
EA !出会

:

onematkosmldudityawtatinggprtogetloewys.tt .
and Vice Vera .

This is not the case
. The weed statement is given in

forhaving Lectures .

§

4.Anumericdk.su/iycritrionAssume
い A = たしじ)/(R) with RC 門

2
is a k - alg.

(2) dimた Ai く ( Ki )

(3) K = ④ な な (Wi a Hit set
,
1が 1 g

= day In )
NEW

凹 Kis www.by (3).

15巡-

The Hilbertpoy of A is a www.atix

PLA ,
t) given by

PLA 、Hay = 彘 E . dim た し た Ai な ) E を呦
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世 A : left meterian

⇒ E - Ext? ( K , K ) satisfies し た。
= K

dimEEis ( VI )

⇒ One defiw.PLE . t ) as well

型6 A : left hoeth.k-algsatisfyiy.LI ) ~ (3).
| A is koc.nl P (A ,H . PE , - t ) = En ( n - キ1 W )

§5 symmetricvsexterioralge.be 2

V = 恵 たっ( i E なmod
.

S
・ (V) = なツ(any - yxoala.gr ) , dimk (V1 ー ばり く ・

ぺい = を心り (がい xEV) , dim p ぺ (V) = W <A

All S
・ しげ = ぺ (け )

起て'
S ! = S

・ (v). 1 : = ぺ ( V7 are Karl
.

We show : 1 is Karl ( We Computer PIE ,
-t ) ) .

Define

を 一 { 五 一 (m, . . . , min ) | mi 70 , 書 mi = l } ・

,

1 n : = 1 : the Free 1 - modと (of rank 1) gen.by In ;
きが = (mi , . . . , Mii , mi

- 1
,
Min

,
_

,
Mn ) ( IE で E h ?

de

r # Ie - (哲 )|~ ne 。 、←_ 。咽 ↳珈琲i
執 生は、 miも0

is a pwj.ws。1.is
・

→
へた 。 11



。 Extf (あ た ) = パ ( 1-6間 (邀
km (現 ☐ 、

た ) = Spain {た廻 た 1 neを}
たい 1た!

span { [門 1 ne を}

⇒ E = Ext) は、 た ) satisfiesd.in た ピー (哲り

・ Pは , t ) = 彘 E ( E ) = ( けが
,| 、

|
っぼに樹パ型に商
Here , 1 iskoszu.ly Thm /6 /

1# Al though He py.ws。 1
.

ask.ws/hat1iskosn1,weusedThml6(inordertoexp1aiwhowto use it )
、
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