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Notations
k : Field

'

K : Semi Simple ring
For a ring A .

A - Mod : the Category of a ll left A - Modules .

( Mod - A ) ( right )

A - mod : 11 finite.ly Gene rated left
et

.

(mod - AI ( right )

For a Gradeduring A 、

A - G : the Cat
. of a II Z - Graded left A - Modules .

( Gr- A ) ( right )

A.gr : a f.g.az/-graded1eftt.
( fr- Ali

( right )

[ S ] : Home logical Shift For a Complex X ,

X : ・ ・ ・

→ ×な × 0

→ Xに

✗ [S ] え = X ×[1 ] : い →×
0

→ X
'
→ XE . .

M M 11 )

( SI : Grading Shift For a Graded Module M : :

M ( S ) i Mai M. 1 M 。

M 。 MI

M 1 M 2

M orphis.ms Extensions ! :

A - Mod Home Ext
A

Mod - A Horn
- A Ext

- A

A Gun fromA txt A

Gr - A from A et - A



紅 1く

で EK - Mod
,
WE Mod - K

,

Def 1 ( K - dual )
で
*

: = Homk した kl.TN : = Home ( W . K )
A A| Mod -K K - Mod

Fact 2

. v .
W : f

. g . ⇒ ショ
* (で )

、
WE (NT

• た CT VI : = { f Eで 1 f (V1 ) = 0 } くだ
: Sub Module

w 、 cw
: Sub mode ⇒ 」

w 、 ⇐ { g #W 1 g ( un ) = 0 } C
*
W

UE K - Mod - K に KX パーMod )
を

• U
*

,

*
UE K - Mod - K

.

vie 。*
• V1 CU is a Sub - bimodde ⇒ duc * u

are Sub- b Wales

が
Kbimoddesf . . .. . .. ⇒ けが×北が *
. . . ... .... . .

UE K mod - K

o V1
、 、 、 、

、
Un EK- mod - K
⇒ UF い VIE (Un い V1 )

*

ask.bimoduks.V.VEK mod ⇒ げ V
'
E Home (V , V

'

)

A : ring
XE A - Mod - K

ME Mod - A

NE Mod - K

Horn
- A ( M .

Horn
- k ( X . N )がHome (MIX 、 N )

、



Suppose ・ K = T Ki : gra deduring ,
Ki = { K i= 0

0 えも 0

. A Grade during .

Def3 ( Grade d K - dual ) ve KGr
,
WEGrk

☒ *し や酒坤: = に※ Gr - K
.

= Wi : こ ? ( Wi l E KG r .
え i

Fact4 MEGA
、
XGA - Gu - K .

. X GK Gr - A

° from
. A

( M ,
× )が ( CM X ) 。 )| o ※mgu 。か ⇒ ※ いew sj

of A - Mod of G r - A

§ 2 FiHratioas on moddes

Def5 A ring.ME A - Mod

• socM : the

biggestsemisimplesubmodule.co
The sodefiltration on M

s 。 Mi= O (i = 0 )

元 : M >> M soc.itM
.| ""湉" ど" ' ""As same that M has f inite length 、

oradMA { NCMI Mar SemiSimple?

The Radical filt ration on M
.

radiMY M に 01

rad祇に rad ( rad
"MI ( ここ 1 )



Suppose A = 黒Ai = positivel_ygradeedringedi.e.AE 0 for i < o )

M| For ME AG r
,

i
M

GTI
G+1 EG;G

MiG Mi = t Mi : gmdiyfiltration.amえが

i

Rem A 。 is SemiSimple ⇒ GM
Gj 、、 、 M

: Semi Simple

Pro p 6 A : positive Iy Gradeduring .

M : a Graded A - mod uk of f inite length

Support that (All A is SemiSimple
(A 2 1Aisgenerate.dk/AtoverAo.nnnnnnnnnnnnAAw=AAi/yywg
wyw mdm 。 GM

Up to Shift .

( soc M ) (SOE M = G ; M 1

い) Put I : = An
Since M has f inite length ,

InM = 0 for n >> o
.

Thus IN to for any Simple Sub quotEat N ofM
.

'

i. soc M = { m EM 1 Im = 0 } 、 s 。 いい = { mEM 1 I im = o }
had Mニ IM . ra IM = I弘

。

By LA 2 ) 、
ゴ = A-

i Social = { m EM 1 A.im = o }
radiM = An M

Sappose M radM is Simple .

ie.corecentrated in cone degree j 、

SoC M



Then M = AMj Git; M

VME Mj- v 、

ヨ
aEAvs.t.am EMj

出 出 M

i. rad う
M= An M = AnMj = Mn = G ..なM

= G (M ( j ) )
氏が

Mitj
に itj Mii」+1

i. Mn = { mEM Az im = 03 = sochun>j - i

1 1

Gj.in Mn = G ( M ( j - n + 1 ) )



§ 3 V

nicityofgmdingsi.pro
p
7 Let A be a positiveygmdedrir.gsat is Sing (A 2 )

、

( Put I : = A > 。 .

Then A E たゴジ 1 as a Gradeduring ( IEA )

Con8 Let A be an aminian ring 。

( Any Two grading on A satisfyir.glAN are isomorph.ie
as a Gradeduring .

Let A : Gradeduring ,

F : A - G > A - Mod : Forget ful function .

Def 9 NEA - G is a Grade d にft of ME A - Mod

# FM EM
.1

Pro p 1 0 MEA - Mod is inde composable
and of f inite length .

If M admits a Lift N
.

then NT is unique uptograd.ing Shift
and

is omonph.ism 。

i) Since M is inde c ,
EndAMI is Local
i. e non - Auto morph.isms form an idea 1

.

M is another Lift of M .
we have Home (MM ) IPhone (彤 元い)

u

vid- z idu
since i d is an auto morphism ,

ヨ '
id

ns.t.F/idntid.tidn:心 ?心 ( n )
は



§4 . Quad ratio niy -

Def 11
・ A positive ly Gradeduring A is aqnadraticring.def
H (Q 11 A 。 is SemiSimple
(A1)

=

(Q 2 ) A is Gene rate
d

o ver A 。 by An with relations of degree Two
.

MMLet た。Ai-AotAi@lA.IA 。 )が = 范 AT

Fi TA 。
A 1 > > A

。

山

G 、 、 、 、 di l > d × い ✗ di| im ker F is genmtedbypikenmgnasatwo.sided idea1.ie
.
Ker F = ( R )

い た。
A 1
(RI

= A
.

• A Gradeduring AGA i is left LocalY finite
( right ll )

Hall Air are f . g . as left Armeddes
( right )

Ex k : Field
,
VE k - mod

・ TI : = た V80 V1 い = V
が

TI is quadratic.IR = 0
.

. R : = { V W - W V1 V. W EV }
S (V1 に TI

( M
: symme.tn ic algebra

E た [x 1 、 、 、 、 、 dimkV ]

o R : = { て V12 EV }
1 ( V1 : = を V

(R,
: exteri or algebra .



Def 12 ( Path algebra )

Q = (Qo
、QI : quiver (有向グラフ )

や R

verti as
knows

For Xi
.
い、 de EQ 、 、

か ・ ・ ・ de is a Path of length l 進 ヨ
・
か

・ ← 、 、 、 、

進 ・ in Q

※ For i EQ o
,
i is a Path of length zen。

and w e de note by ei
.

Qe : = the set of a ll Path s of length l .

kQ : = kQ 。 kQ 、
い kQe い

as a Vector Space .

ei

のて
い ・ Xn × B 、 、 、 、 Pn

も き て
. ← . . . .が j ) ( で R

. < .
. . .
思 j

' )
t.u.tn

: = {
かい のいが Pm は ジ 1

0 ( jキジ )

ei × ej : = { ei ( i = j )

O に刊 )

Ex ・ Q = 1は 2 P 3
・ Q = D の

her Other を 3 ] kQ 。 ke 、

④

kQ = たの kB ] たか
kQ = k の

☒ ☒
kp ] kQ 2 kN

④kQ こ3=0
ミ

E 5 (k ) = f た 長 )
E k [x ]

0 0 k



Ren Path algebra s are quadraticr.ing.
i) R = 0

.

の B

| ※
え←j

' iej.it え
'

Tea kQ 、
ヨ の P = の埋 この隊が 0

kQ。

Ex .
of a qu a d ratio ring

・ Aquad ratio mon。mial algebra A
s
quivan with relation

: く⇒ afinitedimensi.ua 1 algebra . A = kQA
I)929 、 t.it an ⇒ aEI

Where I is t.wo-sidedhomogeneousidealgenerated.bya set of Paths of length Two

in Q
.

• Q : 1 の 2DB A = k Q
( p 21

A
こ、 A is a qua

d ratio www.mial algebra .

ミ !

A. 、 = o

A 。
= ke 、 be

An = たの kB

A = kPa
A 3 = O

i :



Def 13 Let A = た
。
A (R)

: left locallyfinitequadratic.mg o ver A
.

A
!

: = TA
。

( A 、刈
(M is the left que

d ratio daal of A
( right 4 )

や はななと叫 with DIA ! A炎 (A が
Ao A 。

Rem ・ A
!
is the right f initequadraticr.info ver K .

(A) ( left )

•

! (All - A and じが = A

のPE''

A : = たし でー 2
く

> 3 )
r s の や

な + Bf
TAG"

小ム坑 www.mia 、

で はない .

A 。 = たQ 。A ETA
。
A
( R ) Where A = k Q 1

R = k の r klr の ) + ( B S ) |
Au A A 。

i. A is a left

loca1lyfinitequadraticning.c@Ca1c.ulate が = { f E (AXA )
*

1 f ( R ) = 0 }
A 。

Pro p dim ダ + dim R = dim A . A 、
nnnrrt.vn

i dim ば = 6 - 2 = 4 つながった 2 つ の Arrow の ペアの 個数
→ ・ →

。
が

。f だ = k (は☒が一 門 + kは 晣 た( 8 作た ( 8 B ) *

= k ( 畑が 一物が 1 + k 1 が☒が 1 +なばがり + たし が )

が が
A

!
= k 1 <

>

2
> 3 のな* - 狛*

r
*

s
* | ・ なな*※附 *



h A Aus Ianden alg . of k 伽 、

A !
= ( Brave r thee al g

。-_- )
soc B

§5.synmtricv.s.exter.io r algebras 1

Thin 14 For VE k - mod
,

S (V) ! = 1 (M
.

Proof )
s (v)

!
= ブル川

( が )

R
」
= { f E (V V) * f ( V W - W V1 = 0 for V. W EV }

1 (M = を (VW ,
Where に{ で で心が 12 EV }

= { (v☒が任せ v )* 1 で EV }

• (ば ) = ( { (V wtCw@vTlN.w EV } )
こ) つ ) (に☒ y ) *+ ( y ☒水川 ( ひ ☒ w - w v1=

{
1 - 1 = o ( x = V and y = w 1

0 other wiseし c) 略 ・

・ しば ) = ( { して☒が E (V V1リン EV } )
i) C) Constden ( しVtwl Wtw 1 Y

つ ) ( x × x )
*
( ひ W - W ✗ V1

Y 8
に w.sc

otherwise.f.sc
v1

!
= 1 心 1 女


