
Koszulity in BGG category O

阿部 紀行 ∗

特に断らなければベクトル空間は Cベクトル空間とする．ベクトル空間 V に対してそ
の双対空間を V ∗とかく．
g を有限次元 Lie 環とする．Lie 環の表現とは，ベクトル空間 V と Lie 環としての

準同型 g → EndC(V ) の組であった．ただし EndC(V ) を（より一般に C 代数 A を）
[X, Y ] = XY − Y X により Lie環と見なしている．この C代数から Lie環への関手は左
随伴 U を持ち，U(g)は gの普遍包絡環と呼ばれる．具体的には，U(g)は以下のように構
成される：

U(g) = T (g)/〈XY − Y X − [X, Y ]〉 | X, Y ∈ g〉両側イデアル.

ただし T (g)は gのテンソル代数である．左随伴であることは容易にわかる．gの表現の
圏と左 U(g)加群の圏は圏同型である．

X1, . . . , Xn を gの基底とする．T (g)の元は Xi1 · · · Xir を基底とするが，U(g)におい
ては i > j ならば XiXj = XjXi + [Xj , Xi]と入れ替えられるので，i1 ≤ · · · ≤ ir を満た
すようなXi1 · · · Xir が U(g)を生成することがわかる．実はこれが基底になるというのが
Poincaré-Birkhoff-Witt（以下 PBW）の定理である．

定理 1（PBW） {Xi1 · · · Xir | i1 ≤ · · · ≤ ir}は U(g)の基底．

以下しばらく g = sl(2)とする．これはトレースが 0の二次正方行列からなる Lie環で
ある．次の E, H, F が gの基底を与える．

E =

0 1
0 0

 , H =

1 0
0 −1

 , E =

0 0
1 0

 .

これは次の関係式を満たす．

[H, E] = 2E, [H, F ] = −2F, [E, F ] = H.

前二つの関係式から次がわかる．
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補題 2 V を gの表現であるとし，v ∈ V がH の作用に関して固有値 λの固有ベクトル
であるとする．

(1) Evは 0でなければH の固有値 λ + 2の固有ベクトル．
(2) Fvは 0でなければH の固有値 λ − 2の固有ベクトル．

証明 (1) HEv = (HE−EH)v+EHv = [H, E]v+EHv = 2Ev+EHv = 2Ev+λEv =
(λ + 2)Ev. (2)も同様．

一般の gの表現を全て考えるのは大きすぎて難しいので，考える表現を制限する．次の
部分圏は Bernstein-Gelfand-Gelfand [BGG76]により導入された．

定義 3 U(g)加群の圏の充満部分圏Oを次で定義する．M ∈ Oであるとは，

(1) M は U(g)加群として有限生成．
(2) M へのH の作用は半単純．
(3) wt(M)をH の固有値全体とした時，ある λ1, . . . , λrが存在し，任意の λ ∈ wt(M)に
対してある iが存在して λi − λ ∈ R≥0．

λ ∈ Cに対してM における H の固有値 λの固有空間をMλ と書く．固有値のことを
ウェイト，固有空間のことをウェイト空間ともいう．ホモロジカルな性質をまとめてお
く．（自明ではない．証明は例えば Humphreysによる教科書 [Hum08]を参照せよ．）

定理 4 •Oの全ての対象の長さは有限．
•Oは十分豊富な射影的対象と入射的対象を持つ．
•大域次元は有限．（今の場合は 2．）
•双対関手 D が存在する．D は D(M) = ⊕

λ∈C M∗
λ ⊂ ∏

λ∈C M∗
λ = M∗ に gの作用を

(Xϕ)(m) = ϕ(tXm)で定めたものとして定義される．任意の既約表現 L ∈ Oに対し
てD(L) ' Lである．

条件 (3) と補題 2 から次がわかる：任意の v ∈ M に対してある k ≥ 0 が存在し，
Ekv = 0．特に 0でないM ∈ Oは Ev = 0となる 0 6= v ∈ M を含む．さらに H の作用
が半単純であることから，vはH の固有ベクトルとしてとれる．このようなベクトルを最
高ウェイトベクトルといい，圏Oを調べる際に重要な役割を果たす．

定義 5 v ∈ M がウェイト λの最高ウェイトベクトルであるとは，Hv = λv，Ev = 0を
満たすこと．

別の言葉遣いとして次がある．λ ∈ wt(M)が最高ウェイトであるとは実部が wt(M)の
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中で最大であることで，また最高ウェイト λに対してMλの元を最高ウェイトベクトルと
いう．こちらの方が「最高」という意味合いはわかりやすい．この意味で最高ウェイトベ
クトルならば，定義 5の意味でも最高ウェイトベクトルであるが，逆は成り立たない．本
稿では定義 5の定義を採用する．
b = CH ⊕ CE とおく．これは g の部分 Lie 代数となり，Borel 部分代数と呼ばれる．

λ ∈ Cに対してH 7→ λ，E 7→ 0はbの 1次元表現を与える．これをCλと書く．（表現空間
はCとしておく．）すると，Homb(Cλ, M) ' {M のウェイト λの最高ウェイトベクトル }
が容易にわかる．（射は ϕ 7→ ϕ(1)である．）左辺はHomU(g)(U(g) ⊗U(b) Cλ, M)と同型で
ある．ここに現れた加群は Verma加群と呼ばれ，重要な役割を果たす．

∆(λ) = U(g) ⊗U(b) Cλ

を（最高ウェイトが λの）Verma加群という．
PBWの定理から U(g)の基底として {F aHbEc | a, b, c ∈ Z≥0}がとれる．よって∆(λ)

はF aHbEc ⊗1で生成されるが，F aHbEc ⊗1 = F a ⊗HbEc1である．このことから∆(λ)
は F k ⊗ 1を基底にしていることがわかる：

∆(λ) =
⊕
k≥0

F k(1 ⊗ 1).

定義から 1⊗1 ∈ ∆(λ)はHの固有値 λの固有ベクトルなので，F k(1⊗1)は固有値 λ−2k

の固有ベクトルである．つまり，∆(λ)µ は µ /∈ λ − 2Z≥0 ならば 0で，k ∈ Z≥0 に対して
∆(λ)λ−2k = CF k(1 ⊗ 1)である．この記述から次がわかる．

補題 6 ∆(λ) ∈ O．

任意のM ∈ Oはあるウェイト λに関する 0でない最高ウェイトベクトルを持ち，よっ
て∆(λ) 6=0−→ M がある．特に任意の単純対象はある λに関して∆(λ)の商である．

命題 7 ∆(λ)の既約商はただ一つ．

証明 真の部分加群の和がまた全体でないことを示せばよい．N ⊂ ∆(λ)を∆(λ)の部分
加群とする．N はウェイト空間の直和に分解するが，∆(λ)λ = C(1 ⊗ 1)を含んでしまう
と全体を生成するので，Nλ = 0．従ってN ⊂ ⊕

µ 6=λ ∆(λ)µであり，よってそのような部
分加群の和も同じ条件を満たすから全体にはならない．

この唯一の既約商を L(λ) と書く．L(λ) は L(λ)λ 6= 0 かつ L(λ)µ 6= 0 ならば λ −
µ ∈ 2Z≥0 で特徴付けられて，よって λ が異なれば別の既約表現を与える．よって，
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{L(λ) | λ ∈ C}が既約表現の同型類全部を与える．双対DはD(M)λ = (Mλ)∗ を満たす
ので，D(L(λ)) ' L(λ)である．
少し Verma加群の構造をみておく．次の Casimir元を使うのが便利である．

Ω = H2 + 2EF + 2FE = H2 + 2H + 4FE ∈ U(g).

補題 8 Z(U(g)) = C[Ω]．

証明 Ωが中心に入ることだけ示す．例えば

EΩ − ΩE = EH2 − H2E + 2E2F − 2FE2

= (EH − HE)H + H(EH − HE) + 2E(EF − FE) + 2(EF − FE)E

= −2EH − 2HE + 2EH + 2HE = 0.

FΩ = ΩF，HΩ = ΩH も同様．

1⊗1 ∈ ∆(λ)に対してH(1⊗1) = λ(1⊗1)，E(1⊗1) = 0だから，Ω(1⊗1) = (λ2+2λ)(1⊗
1)．∆(λ)は 1⊗1で生成され，ΩはU(g)の元と可換なのでΩは∆(λ)上に λ2 +2λ倍で作
用する．Ω = H2 − 2H + 4EF と書き換えると，Ω(F k−1(1 ⊗ 1)) = (λ2 + 2λ)F k−1(1 ⊗ 1)
およびH(F k−1(1 ⊗ 1)) = (λ − 2(k − 1))F k−1(1 ⊗ 1)から

(λ2 +2λ)(F k−1(1⊗1)) = ((λ−2(k −1))2 −2(λ−2(k −1)))(F k−1(1⊗1))+4EF k(1⊗1)

整理して
EF k(1 ⊗ 1) = k(λ − (k − 1))F k−1(1 ⊗ 1)

を得る．
λが非負整数でなければこれは常に 0であり，このことから ∆(λ)の既約性がわかる．

（∆(λ)の 0でない部分加群はある H の固有ベクトルを含むのである F k(1 ⊗ 1)を含む．
これに Ek を作用させると 1 ⊗ 1のゼロでない定数倍の元ができ，これは ∆(λ)を生成す
る．）よって L(λ) = ∆(λ)．
一方，λ ∈ Z≥0ならば EF λ+1(1 ⊗ 1) = 0となる．これを次のような図で描くことがよ

くある．

· · · F λ+1(1 ⊗ 1) F λ(1 ⊗ 1) · · · 1 ⊗ 1

E E=0

F

E

F

E

F

E=0

F
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これにより，⊕∞
k=λ+1 CF k(1⊗1) ⊂ ∆(λ)は部分加群であることが見て取れる．F λ+1(1⊗

1) は H の固有値 λ − 2(λ + 1) = −λ − 2 の固有ベクトルで，よってこの部分加群は
∆(−λ − 2)と同型であり，また残りが L(λ)と同型：L(λ) = ∆(λ)/∆(−λ − 2)．

Ω は ∆(λ) に λ2 + 2λ 倍で作用するので，L(λ) にも λ2 + 2λ 倍で作用する．よって
Ext1(L(λ), L(µ)) 6= 0ならば λ2 + 2λ = µ2 + 2λ，よって λ = µ, −µ − 2である．Oλをそ
の既約成分が L(λ)と L(−λ − 2)のみからなる対象全体とすると，O = ⊕

λ∈C/∼ Oλ であ
る．ただし λ ∼ −λ − 2．

λ /∈ Zの時はさらに Ext1(L(λ), L(−λ − 2)) = 0となることが示せ，Oλ は半単純であ
る．また λ = −1 ⇐⇒ λ = −λ − 2の時も Oλ は半単純となる．よって λが −1以外の
整数の時のOλが面白い．
以下 λ 6= −1を整数とする．必要ならば λを −λ − 2に取り替えて λ ≥ 0としてよい．

このとき Oλ 内の既約表現は L(λ) と L(−λ − 2) である．おのおのの射影被覆を P (λ)，
P (−λ − 2)とし，A = End(P (λ) ⊕ P (−λ − 2))とおく．Oλは有限生成 A加群の圏と圏
同値であり，また Aは擬遺伝環となる．∆(λ)は標準加群である．∇(λ) = D(∆(λ))とお
くとこれは余標準加群となる．次だけみておこう．

補題 9 ∆(λ) ∈ Oλは射影的．

証明 L(λ)と L(−λ − 2)のウェイトの分布から，M ∈ Oλに対して wt(M) ⊂ λ − 2Z≥0

となることがわかる．よって M はその実部が λ の実部より大きいウェイトを持たな
いので，ウェイト λ のウェイト空間の元は全て最高ウェイトベクトルである．従って
Hom(∆(λ), M) ' Mλ．M 7→ Mλは完全なので∆(λ)は射影的．

次が sl2における [BGS96]の主定理である．

定理 10 ある Aの次数付けで，Aが Koszulかつ A! ' Aとなるものがある．

P (λ)と P (−λ − 2)は次のような構造を持っている．（下が部分加群．）

P (λ) = ∆(λ) =
L(λ)

L(−λ − 2)
, P (−λ − 2) =

∆(−λ − 2)
∆(λ)

=
L(−λ − 2)

L(λ)
L(−λ − 2)

これを使えば今の場合のAを計算することも容易であるが，ここでは End(P (−λ − 2))
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を計算してみよう．まず

dim End(P (−λ − 2)) = (P (−λ − 2) : L(−λ − 2))

= (∆(λ) : L(−λ − 2)) + (∆(−λ − 2) : L(−λ − 2))

= 1 + 1 = 2

である．
c = Ω − (λ2 + 2λ)とおく．これは ∆(λ)には 0倍で作用するのだが，P (−λ − 2)には

そうではないことを示すことができる．つまり，

c : P (−λ − 2) =
∆(−λ − 2)

∆(λ)
↠ ∆(−λ − 2) ↪→ ∆(λ) ↪→

∆(−λ − 2)
∆(λ)

= P (−λ − 2)

となっていて，End(P (−λ − 2)) = Cid ⊕ Ccおよび c2 = 0．よって，

End(P (−λ − 2)) ' C[c]/(c2)

を得る．これは deg(c) = 2により次数環になっていることに注意する．
定理が正しければ，A = End(P (λ) ⊕ P (−λ − 2)) ' E(A) = Ext∗(L(λ) ⊕ L(−λ −

2)) となることに注意する．定理の証明はまずこれを示すことから始まる．Proj(Oλ)
を Oλ の射影的対象からなる圏，Semisimple(Oλ) を Oλ の半単純対象からなる圏に，
HomSemisimple(Oλ) = Ext∗で射を定めたものとする．

定理 11 圏同値Proj(Oλ) ' Semisimple(Oλ)で，P (λ) 7→ L(−λ−2)，P (−λ−2) 7→ L(λ)
となるものが存在する．

証明は両辺をmod(C[c]/(c2))で「記述」することで与えられる．Proj(Oλ)側は次のよ
うになる．End(P (−λ − 2)) ' C[c]/(c2)を使って V : Proj(Oλ) → mod(C[c]/(c2))を

V(P ) = Hom(P (−λ − 2), P )

と定める．

補題 12 Vは忠実充満で，V(P (λ)) ' C，V(P (−λ − 2)) ' C[c]/(c2)．

特にV(P (λ))もV(P (−λ − 2))も次数加群となる．よってA ' EndC[c]/(c2)(V(P (λ)) ⊕
V(P (−λ − 2)))も次数環になる．また，これから Aが λによらないことがわかる．この
次数の取り方はいろいろあるが，C[c]/(c2)は±1次に次数を持つように調整しておく．こ

6



のようにすると，例えば自己双対的になる．また，以下で述べる幾何学的記述とも整合的
となる．

Semisimple(Oλ) 側は幾何学的な記述を経由する．実はすでにこの片鱗は現れている．
上に出てきた C[c]/(c2)は P1のコホモロジー環H∗(P1)と同型である．この観察を次のよ
うな形でバージョンアップさせる．
まず，Beilinson-Bernstein対応と Riemann-Hilbert対応の組み合わせとして得られる

有名な圏同値を少しいじって得られる次の圏同値から始める．Perv(B∨)(P1)を P1 上の偏
屈層であって，{∞} ⊂ P1 および A1 ⊂ P1 上定数なものからなる圏とする．（B∨ は SL2

の双対群の Borel部分群で，その軌道上定数なものを考えるという意味でつけているが，
とりあえず今は飾りと思っていてもらってよい．）

定理 13 O0 ' Perv(B∨)(P1)．

よって Semisimple(Oλ) ' Semisimple(Perv(B∨)(P1)) である．（O0 が Oλ に変わって
しまったが，すでに見た通り λによらないことに注意する．）L(λ)，L(−λ − 2)に対応す
る偏屈層を ICs，ICe とおく．これは交叉複体と呼ばれる，偏屈層の理論から定義できる
対象である．今の場合は，ICeは {0}上の定数層の 0拡張で，ICsは P1上の定数層を−1
次のところにおいた複体である．添え字の {e, s}はWeyl群の元のつもりだが，とりあえ
ず気にしなくてよい．
さらに F ∈ Semisimple(Perv(B∨)(P1))に対して

H(F) = H∗(P1, F)

とおく．これは次数付きH∗(P1) ' C[c]/(c2)加群になる．

定理 14 H : Semisimple(Perv(B∨)(P1)) → mod(C[c]/(c2)) は忠実充満で，H(ICs) =
(C[c]/(c2))(1)，H(ICe) = C．

ただし，(C[c]/(c2))(1)における (1)は次数ずらしを表し，今の場合 (C[c]/(c2))(1)には
dim(C[c]/(c2))(1)±1 = 1となる次数付けがされている．一般に ICs のような交叉複体は
自己双対的であり，よってH(ICs)も自己双対的であるが，これと整合的である．
これにより，Proj(Oλ) ' Semisimple(Oλ)がわかった．ここからAのKoszul双対性を

示すには次の二つの方法がある．

(1) x, y ∈ {e, s}に対して dim Exti(ICx, ICy)は今の場合は簡単に計算できる．この計算
結果が Koszul性の数値的判定法を満たすことを示す．

(2) 実は E(A) ' Aから Aが Koszulであることが示せる [BGS96, Lemma 3.9.2]．
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以上の定理の一般化についてこれは n 次正方行列からなる Lie 環 g = gln の時に述べ
る．（一般の簡約 Lie環に対しても同じように拡張できる．）t ⊂ gを対角行列からなる（可
換な）部分 Lie環とする．Eij を行列単位とする．ei : t → Cを (i, i)成分をとる線型写像
とすると，

[H, Eij ] = (ei − ej)(H)Eij

がH ∈ tについて成り立つことが計算するとわかる．αij = ei − ej とおく．
M を g 加群とする．m ∈ M がウェイト λ ∈ t∗ のウェイトベクトルであるとは，

Hm = λ(H)m が H ∈ t に対して満たされることである．今書いた式から，m ∈ M が
ウェイト λ ∈ t∗ のウェイトベクトルならば，Eijm はウェイト λ + αij のウェイトベク
トルである．0でないウェイト λのウェイトベクトルが存在する時，λをM のウェイト
という．wt(M) ⊂ t∗ をM のウェイト全体からなる集合とする．λ ∈ t∗ に対してMλ を
ウェイト λのウェイトベクトル全体とする．また t∗ 内の順序を λ − µ ∈ ∑

i<j R≥0αij の
時 λ ≥ µと定める．

定義 15 g加群の充満部分圏Oを次で定める：M ∈ Oであるとは

(1) M は有限生成 U(g)加群．
(2) M は t加群として半単純．つまりM = ⊕

λ∈t∗ Mλ．
(3) ある λ1, . . . , λr ∈ t∗が存在し，λ ∈ wt(M)ならばある iが存在して λ ≤ λi．

sl2 の場合と同様，u = ⊕
i<j CEij は M ∈ O に局所冪零に作用する，つまり任意の

m ∈ M に対して，あるN が存在し，任意のX1, . . . , XN ∈ uに対してX1 · · · XNm = 0．

定理 16 Oの全ての対象は有限の長さを持ち，またOは十分豊富な射影的対象，入射的
対象を持つ．Oの大域次元は有限（実際には n(n − 1)）である．

Verma 加群も同様に定義される．λ ∈ t∗ に対して，一次元の b = t ⊕ u 加群 Cλ を
H + X ∈ t ⊕ uが λ(H)倍で作用するとして定義する．Verma加群は

∆(λ) = U(g) ⊗U(b) Cλ

により定義される．次の証明は sl2の場合と同様．

補題 17 ∆(λ)は唯一の既約商 L(λ)を持ち，O の単純対象は同型を除いて {L(λ) | λ ∈
t∗}．

sl2 の場合は U(g)の中心 Z(U(g))は Ωで生成されていた．gln の場合はもっと多くの
生成元が必要になる．Z(U(g))は Harish-Chandra同型により記述される．
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u = ⊕
i>j CEij とおくと，g = u ⊕ t ⊕ uである．PBWの定理から，U(g)の元は abc，

a ∈ U(u)，b ∈ U(t)，c ∈ U(u) の和で書かれる．a, c を定数項とそれ以外にわけると，
U(g) の元は U(t) の元と uU(g) + U(g)u の和で書かれる．z ∈ Z(U(g)) を z = h + x

とこの形の和で書いておく．このとき（H ∈ t に対して [H, z] = 0 となることを使え
ば）x ∈ uU(g)u となることもわかる．（正規化されていない）Harish-Chandra 準同型
γ′ : Z(U(g)) → U(t) を γ′(z) = h で定める．さらに ρ = (1/2) ∑

i<j αij ∈ t∗ とおいて，
t 3 H 7→ H − ρ(H) ∈ U(t)により誘導される U(t) → U(t)との合成を γ とおく．成分の
置換により Snを tに作用させ，U(t)にも作用させることとする．tは可換なので U(t)も
可換で，対称代数 S(t)と一致することに注意しておこう1）．U(t)Sn を Sn不変な元からな
る部分代数とする．これは対称多項式環である．

定理 18（[Hum08, 1.10 Theorem]） γ : Z(U(g)) → U(t)Sn は同型．

γ を Harish-Chandra同型という．

例 19 n = 2の時を考える．H1 =

1 0
0 0

, H2 =

0 0
0 1

とおくとH = H1−H2．Ω =

H2 +2H +4FEで，4FE ∈ uU(g)uなので γ′(Ω) = H2 +2H．ρ(H) = (1/2)α12(H) = 1
なので，γ(Ω) = (H − 1)2 + 2(H − 1) = H2 − 1 = (H1 − H2)2 − 1となりこれは H1 と
H2 の対称多項式である．slから glにしたことで．Z(U(g))の生成元が一つ増えていて，
それは単位行列 H1 + H2 である．γ(H1 + H2) = H1 + H2 も対称多項式で，H1 + H2 と
(H1 − H2)2 − 1は二変数の対称多項式環を生成する．

次は定義からすぐわかる：z ∈ Z(U(g))は∆(λ)に（よってL(λ)にも）(λ+ρ)(γ(z))倍で
作用する．従って，上の定理と合わせればExt1(L(λ), L(µ)) 6= 0ならば λ = w(µ + ρ) − ρ

となる w ∈ Sn が存在することがわかる．これに基づき次のように定義する．まず Sn

の t∗ への新しい作用を w · λ = w(λ + ρ) − ρ と定める．そして Oλ を組成因子が
{L(w · λ) | w ∈ Sn}のみであるような充満部分圏とする．このとき O = ⊕

λ∈t∗/(Sn,·) Oλ

である．
さらに Ext1(L(λ), L(µ)) 6= 0 ならば λ − µ ∈ ∑

i 6=j Zαij であることをも示せるので，
この分解はさらに細かく分解できる．ここでは，最も分解できない場合に注目しよう．
λ ∈ t∗が整であるとは，任意の w ∈ Snに対して wλ − λ ∈ ∑

i 6=j Zαij となることとする．
これは λ = ∑

i λiei と書いたとき λi − λj ∈ Zとなることと同値である．以下整な λ ∈ t∗

に対して Oλ を考えることにする．整でない λ ∈ t∗ に関しても同様の記述が可能である
が，さらに記号が必要になるので省略する．

1） 関手 S は C代数の圏からベクトル空間への圏への忘却関手の左随伴である．
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必要ならば λを適当な w ∈ Sn に関して w · λに取り替えて λ + ρ = ∑
i λiei と書いた

とき Re(λ1) ≥ · · · ≥ Re(λn)を満たすとしてよい（ので以下そうする）．このとき，λは
{w · λ | w ∈ Sn}内で t∗ に定められた順序に関して最大元であり，また最小元は w0 · λ，

ただし w0 =

1 2 · · · n

n n − 1 · · · 1

である．各 w ∈ Sn に対して P (w · λ)を L(w · λ)の

射影被覆とする．
まずは λ が正則である，つまり Stab(Sn,·)(λ) が自明になる場合を考える．A =

End(⊕
w∈Sn

P (w · λ))とおく．Oλ ' mod(A)である．次が [BGS96]の主定理．

定理 20 Aは Koszulになるような次数環の構造を持ち，A! ' A．

注意 21 •右辺は「slnの双対」の圏Oを定める環と見なす方が自然である．
•さらに強く Aは標準 Koszul環となる．

重要な役割を果たすのがP (w0 ·λ)（big projective）である．Z(U(g)) → End(P (w0 ·λ))
を作用から得られる射とする．U(t)Sn

+ を定数項のない Sn不変な元とし，〈U(t)Sn
+ 〉をそれ

により生成されるイデアルとする．

定理 22 図式

Z(U(g)) End(P (w0 · λ))

U(t) U(t) U(t)/〈U(g)Sn
+ 〉

γ′ ∼

t3H 7→H+λ(H)

を可換にする同型 End(P (w0 · λ)) ' U(t)/〈U(t)Sn
+ 〉が存在する．

C = U(t)/〈U(t)Sn
+ 〉 とおく．これは deg t = 2 により次数環の構造を持つ．

V : Proj(Oλ) → mod(C)を V(M) = Hom(P (w0 · λ), M)と定める．これは Soergelの V
関手と呼ばれることがある．

定理 23 Vは忠実充満．

G∨ = GLn(C) とし，B∨ ⊂ G∨ を上半三角行列からなる部分群とする．G∨ の Lie 環
は gln であり，t ⊂ Lie(G∨) であるが，そうではなくて t∨ = t∗ とおいて成分を使って
t∨ ⊂ Lie(G∨)と見なす．（つまり t∗ 3 ∑

λiei 7→ diag(λ1, . . . , λn) ∈ Lie(G∨)とする．）次
は Borelによる古典的な結果である．

定理 24 次数付き環としての同型H∗(G∨/B∨) ' C がある．
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例 25 n = 2 とし，例 19 の記号を使う．U(t) = C[H1, H2] であり，〈U(t)S2
+ 〉 は定

数項のない対称多項式で生成される．c = Ω − (λ2 + 2λ) とおいていたことを思い
出そう．Z(U(g)) → U(t) H 7→H+λ(H)−−−−−−−−→ U(t) による c の像は (H + λ)2 + 2(H + λ) −
(λ2 + 2λ)H2 + 2(λ + 1)H ≡ 2(λ + 1)H (mod 〈U(t)S2

+ 〉) である．すでにみたように
End(P (w0 · λ)) ' C[c]/(c2)だったので，λが −1でない整数であったことに注意すれば
確かに定理が成立していることがわかる．

各w ∈ Snを，変数の置換によりCn → Cnと見なすことで Sn ⊂ GLn(C)と見なす．す
ると Bruhat分解G∨/B∨ = ⊔

w∈Sn
B∨wB∨/B∨が成り立つ．G∨/B∨を旗多様体という．

例 26 n = 2とする．GL2は P1に一次分数変換により作用する：a b

c d

 z = az + b

cz + d
.

この作用は推移的であり，∞ ∈ P1 の固定点が B∨ となる．よって G∨/B∨ 3 gB∨ 7→
g∞ ∈ P1 により G∨/B∨ ' P1 である．S2 の単位元を e，そうでない元を s とおくと，
B∨eB∨/B∨ ' {∞}，B∨sB∨/B∨ ' A1 ⊂ P1である．
一般の nに対しては次のように記述できる．

X = {0 = V0 ⊊ V1 ⊊ · · · ⊊ Vn = Cn | V0, . . . , Vnは Cnの部分ベクトル空間 }

とおく．g(V0 ⊊ · · · ⊊ Vn) = (gV0 ⊊ · · · ⊊ gVn)により g ∈ GLn(C)は X に作用し，こ
れは推移的である．e1, . . . , en を Cn の標準基底とした時，Vi = ⊕i

j=1 Cei の定める X の
点を x0 = (V0 ⊊ · · · ⊊ Vn)とすると，x0 の固定点は B∨ に一致し，よって X ' G∨/B∨

となる．n = 2の時は C2の中の一次元部分ベクトル空間全体であるので，P1になる．

Perv(B∨)(G∨/B∨)を偏屈層であって，各w ∈ Snに対してG∨/B∨上のB∨wB∨/B∨上
では定数なものからなる圏とする．また，O∨ を Lie(G∨)の圏 Oとし，O∨

0 を 0 ∈ tに対
して同様に定義する．

定理 27 圏同値O∨
0 ' Perv(B∨)(G∨/B∨)が存在する2）．

L(w0w−1 · 0) に対応する偏屈層を ICw とする．これは B∨wB∨/B∨ 上では
C[dim(B∨wB∨/B∨)]と同型になる交叉複体である．H : Semisimple(Perv(B∨)(G∨/B∨)) →
gr(C) を H(F) = H∗(G∨/B∨, F) と定める．（gr(C) は有限生成次数付き C 加群のな
す圏．）

2） Riemann-Hilbert対応，Beilinson-Bernstein対応 [BB81]に Soergel [Soe86]による圏同値を組み合わせ
て得られる．
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定理 28 Hは忠実充満で，次数付けを忘れると V(P (w · λ)) ' H(ICw)．

特に A は λ によらない3）．λ = 0 の時を考えれば E(A) = ⊕
i∈Z Exti(⊕

x∈Sn
L(x ·

λ), ⊕
x∈Sn

L(x · λ)) ' Aを得る．これから Aが Koszulであることを示すには sl2 の場合
と同様に次の二つの方法がある．

(1) x, y ∈ Sn に対して dim Exti(ICx, ICy)は Kazhdan-Lusztigによるアルゴリズムによ
り計算ができる．これと Koszul性の数値的判定法を組み合わせる．

(2) 一般に次数付き有限次元 C代数 A = ⊕
n≥0 Anにおいて，A0は半単純であるとする．

もし E(A) ' Aならば Aは Koszulである．

End(P (w0 · λ))の計算やV，Hの忠実充満性は簡単ではない．射影加群側の定理の証明
には変形の理論を使う．λi − λj が常に整数でなければOλは半単純となり，Oλの射影加
群の構造は自明である．ただ一つの i < j に対して λi − λj ∈ Zとなっているような場合
は「SL2 の場合」に近く，直接計算で Proj(Oλ)がわかる．一般の場合は変形を使いこの
場合に帰着する．元々は Soergel [Soe90]により示された定理であるが，Fiebigの [Fie06]
により整理された議論がある（ただしKac-Moody Lie環の場合に一般化されている）．H
の方は ICの茎が parity vanishingを持っていることがキーである．原論文 [BGS96]を参
照せよ．

注意 29 Aの次数構造を考慮し，Aの有限生成次数付き加群からなる圏を Õ0とおくと，
これは O0 の「次数付き版」となり，次数を忘れる関手 Õ0 → O0 が存在する．既約加群
L(w · 0)，標準加群 ∆(w · 0)，直既約射影加群 P (w · 0)はそれぞれ Õ0 上にリフトする．
リフトの仕方は次数のずらし分の不定性があるが，L(w · 0)のリフト L̃(w · 0)は次数 0に
集中しているように，∆(w · 0)のリフト ∆̃(w · 0)と P (w · 0)のリフト P̃ (w · 0)は組成因
子に L̃(w · 0)を含むようにとる．M = ⊕

i∈Z Mi ∈ Õ0 に対してM(k)i = Mi+k により次
数ずらし (k)を定義することができる．

Õ0 の Grothendieck 群 K0(Õ0) を考える．これは q1/2[M ] = [M(−1)] により
Z[q1/2, q−1/2]加群の構造を持つ．Kazhdan-Lusztig予想により，∆(w · λ)における既約
表現の重複度は Kazhdan-Lusztig多項式の 1における値で記述されることが知られてい
るが，この Õ0を使うと，Kazhdan-Lusztig多項式そのものに表現論的意味を与えること
ができる．具体的には次の通りである．Px,y を Kazhdan-Lusztig多項式とする．このと
き，K0(Õ0)において [∆̃(x · 0)] = ∑

y∈Sn
q(`(x)−`(y))/2Px,y(q)[L̃(y · 0)]．

Koszul 双対 κ は Db(Õ0) の自己同型を与える．一方，O0 の標準的な双対関手

3） この定理の証明は両辺を C 加群の言葉により特徴付けて示す．特にその特徴付けは λ によらないため，
偏屈層を考えずとも V(P (w · λ))は λによらないことは証明できる．
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D は Õ0 上の双対関手 D にのび，やはり D(L(w · 0)) ' L(w · 0) を満たす．κ

と D との合成を考えると，Koszul 環の理論から κ(D(L̃(x · 0))) = P̃ (w0x−1 · 0)
であり，さらに標準 Koszul 環であることから κ(D(∆̃(x · 0))) = ∆̃(w0x−1 · 0) で
ある．κ(D(q−1/2[M ])) = [κ(D(M(1)))] = [κ((DM)(−1))] = [(κ(D(M)))(1)[−1]] =
−q−1/2[κ(D(M))] となることから，さっきの組成列の式に κ ◦ D を作用させると，
[∆̃(w0x−1 · 0)] = ∑

y∈Sn
(−1)`(x)−`(y)q(`(y)−`(x))/2Px,y(q−1)[P̃ (w0y−1 · 0)] を得る．（ここ

で，Px,y が多項式であることを使った．）一方 (P̃ (x · 0) : ∆̃(y · 0)(k)) = dim Hom(P̃ (x ·
0) : D(∆̃(y · 0))(k)) = [∆̃(y · 0)(k) : L̃(x · 0)] = [∆̃(y · 0) : L̃(x · 0)(−k)] なので，
[P̃ (y · 0)] = ∑

z∈Sn
q(`(y)−`(z))/2Pz,y(q−1)[∆̃(z · 0)]．これをさっきの式に代入して整理す

ると，

[∆̃(w0x−1 · 0)]

=
∑

y,z∈Sn

(−1)`(z)−`(y)q(`(y)−`(x))/2Px,y(q−1)Pw0z−1,w0y−1(q−1)[∆̃(w0z−1 · 0)]

を得るので， ∑
y∈Sn

(−1)`(x)−`(y)Px,y(q−1)Pw0z−1,w0y−1(q−1) = δxz

を得る．これは Kazhdan-Lusztig多項式の逆公式と呼ばれている公式であり，Koszul双
対性はこの公式に表現論的な意味を与える．

Stab(Sn,·)(λ) が非自明な時に定理がどう変わるかについて述べる．この場合も A は
Koszul であるが，もはや自己双対にはならない．Wλ = Stab(W,·)(λ) とおく．これは
次のように記述できる：λ + ρ = ∑

i λiei とする．仮定から λi − λi+1 ∈ Z≥0 である．
Re(λ1) = · · · = Re(λn1) > Re(λn1+1) = · · · = Re(λn1+n2) > Re(λn1+n2+1) = · · · =
Re(λn1+···+nr−1) > Re(λn1+···+nr−1+1) = · · · = Re(λn1+···+nr)，n = n1 + · · · + nr となる
ように n1, . . . , nr をとると，Wλ は {1, . . . , n1}, {n1 + 1, . . . , n1 + n2}, . . . , {n1 + · · · +
nr−1 + 1, . . . , n1 + · · · + nr}を保つ元からなる部分群に他ならなく，Sn1 × · · · × Snr と同
型である．Snは C に自然に作用することに注意する．

定理 30 Z(U(g)) γ′
−→ U(t) t3H 7→H+λ(H)−−−−−−−−−→ U(t) ↠ C の像は CWλ と一致し，図式

Z(U(g)) End(P (w0 · λ))

CWλ

∼

を可換にする同型 End(P (w0 · λ)) ' CWλ が存在する．
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同様に V : Proj(Oλ) → mod(CWλ)を V(M) = Hom(P (w0 · λ), M)により定義する．

定理 31 Vは忠実充満．

幾何学側を述べる．P ∨ = P ∨
λ をそのLevi部分がGLn1 ×· · ·×GLnrとなるB∨を含む放

物型部分群とし，Perv(B∨)(G∨/P ∨)を同様に定義する．G∨/P ∨ = ∐
w∈Sn/Wλ

B∨wP ∨/P ∨

が成り立つ．

定理 32 H∗(G∨/P ∨) ' CWλ．

B∨wP ∨/P ∨ 上で C[dim(B∨wP ∨/P ∨)] となる交叉複体を ICP ∨,w とする．また関手
H : Semisimple(Perv(B∨)(G∨/P ∨)) → gr(CWλ)をH(F) = H∗(G∨/P ∨, F)と定める．

定理 33 Hは忠実充満で，H(ICP ∨,w) ' V(P (w · λ))が成り立つ．

よって A ' Ext∗(⊕
w∈Sn/Wλ

ICP ∨,w)を得る．
正則な場合と同様に Perv(B∨)(G∨/P ∨)は圏Oの言葉で書き直せる．そのときに出てく

るのが次の放物型圏Oである．
(O∨)P ∨

0 ⊂ O∨
0 を次で定める：M ∈ O∨

0 が (O∨)P ∨

0 に入っているための必要十分条件は
任意のm ∈ M に対して dim U(Lie(P ∨))m < ∞となることである．定義から OB∨ = O
となっている．次はやはり Beilinson-Bernstein対応，Riemann-Hilbert対応から得られ
る圏同値をいじることで得られる．

定理 34 (O∨)P ∨

0 ' Perv(B∨)(G∨/P ∨)．

よって次が従う [BGS96]．

系 35 Q ∈ (O∨)P ∨
λ

0 を最小の射影的生成対象とし，A′ = End(Q) とする．このとき
E(A′) ' Aであり，A′は（よって Aも）Koszul．

これを parabolic-singular dualityと呼ぶ．さらに一般に，(O∨)P ∨
λ

µ を考えることもでき
る．このとき次が成り立つ．

定理 36 (O∨)P ∨
µ

λ と (O∨)P ∨
λ

µ は Koszul双対．

これは translation functorと Zuckerman functorの整合性から従う [RH04]．
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